Calculo diferencial. Mayo 2021

Instrucciones: Debes resolver cuatro ejercicios, a elegir entre los seis propuestos.

Ejercicio 1. (Puntuaciéon maxima: 2,5 puntos)

La siguiente grafica corresponde a la funcidn f'(X) , derivada de la funcién f (X)

Se pide:
— (0,5 puntos) Escribe los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f (X)

— (0,5 puntos) Localiza los maximos o minimos de la funcién f (X)
— (0,75 puntos) Dénde estan los cambios de curvatura de la funcién f (X) .

— (0,75 puntos) Encuentra algun punto en el que la recta tangente a f (X) seaparalelaa 2X+Yy =5,

Solucion:

f'(x)<0 en los intervalos (—oo ,—4)U(-4,-1)U(0, 2) = f(x) es decreciente en (-0 ,—4)U(-4,-1)U(0, 2)
f'(x)>0 en los intervalos (-1, 0)U(2, +) = f(x)es creciente en (-1, 0)U(2, +)

f'(x)=0 enlos puntos x=-4, x=-1, x=0y x=2.

Si nos fijamos en el crecimiento de la funcién, se deduce que en x=-1y en x=2, la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente
=enx=-1yenx=2, f(x) presenta minimos relativos.

Del mismo modo, en x =0 la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente = en x=0, f (x) tiene un maximo relativo.

f'(—4) =0, pero no hay un cambio en el crecimiento y f”(—4)=0 = en x=-4 hay un punto de inflexién (de silla) y f (x) presenta

. . 1 4 . L .
un cambio de curvatura. Ademas f”"(x)=0en x = —g , X == y X =3 = son puntos de inflexién en los que f (x) cambia de curvatura.

La recta 2x+y =5 tiene pendiente m=-2 (y=-2x+5), buscamos un punto en el que la recta tangente a f (x) tenga pendiente —2,
es decir, un punto x, tal que f’(x,)=—2. Observamos que f'(1)=-2 = en x =1, la recta tangente a f (x) es paralela a 2x+y =5.
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Ejercicio 2.  (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

Prueba que la ecuacién x* +Inx =5 tiene una Unica solucién real y encuéntrala con una cifra decimal
exacta.

Solucion:

Empezamos probando que la ecuacion x®+Inx =5 no tiene mas de una solucion real. Para ello, suponemos que la ecuacion
tiene dos soluciones reales distintas, x, y x,, con 0 < x, <X, puesto que Inx no es real para x<0.
Sea la funcion f (x)=x’+Inx-5, si x, y X, son soluciones de la ecuacion x*+Inx=5 = f(x)=0y f(x,)=0

f (x) es una funcién continua y derivable en (0, +o0) por ser suma de funciones continuas y derivables en (0, + ).
Entonces, f(x) es continua en [x,, x,], es derivable en (x, x,) y f(x)=f(X,) = segln el teorema de Rolle, existe c e(x,, X,)
tal que f'(c)=0.

f’(x):3x2+% y f'(x)=0 = 3x2+%:0 = 3x°+1=0 = x:—% , pero0<x, <c<X, = €no puedeser—% =

no existe el punto intermedio garantizado por el teorema = llegamos a una contradiccidén por suponer que la ecuacion tenia
dos soluciones.

Veamos que tiene una solucién y la localizaremos con una cifra decimal exacta.
f(1)=-4<0

. = segln el teorema de Bolzano, existe c (1, e) tal que
f(e)=e’-5>0

f (x)=x*+Inx-5 es continua en el intervalo [1, e] y {

f(c)=0 = ce(1,e) es solucion de la ecuacion x°+Inx=5.

f(1)<0 ce(1,2) ; {f(l’6)<0

ce(l'6,17 c=16
£(2)>0 f(17)s0 SO =

Ajustando el intervalo, tenemos {

Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

2
Sea la funcién f (x)= i+—|))((,
+

— (1 punto) Estudia la continuidad y la derivabilidad de f (X)

— (1,5 puntos) Encuentra, si existen, asintotas y extremos relativos de f (X)

Solucidn:
1+ . . .
Ty six<0 — 1-x#0 Vxe(—»,0) = f(x)es continua y derivable en (-, 0)
Fx)= 1+x?
1 six20 — 1+x#0 Vxe(0,+) = f(x)es continua y derivable en (0 ,+x)
+X

Debemos estudiar la continuidad y derivabilidad de f (x) en x=0
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f (x) escontinua en x=0 < f(0)=lim f (x)

x—0

2
lim £ (x)= lim =% 1
f(0)=1y {° 0 1=X o Jim £ (x)=1 y f(x)es continua en x =0.
: 14X X0
lim f (x)=lim =1
x—0" x=0" 1+ X

f (x) es derivable en x=0 < f'(0)=f/(0)

1+h? 1
£(0)= tim L OFN=FO) iy ash i _MErh o bl
- h—>0" h iael h o h(l_h) o 1-h = f’(O);tf’(O) f derivabl =0
Lin? ! N y f(x) no es derivable en x =
£(0)= tim L= Oy aen b heL
* h—0" h h—0" h h—0" h(1+ h) h~>0*1—h

Buscamos ahora las asintotas de la funcién.
Como 1+|x|=0 = f(x) no tiene asintotas verticales ya que no existe ac R, lim f (x)=oo

X—a

Asintotas oblicuas: y=mx+b — m=lim f(x) y bzlim(f(x)—mx)

X
como f (x) tiene dos ramas, comprobamos la existencia de asintotas cuando x — —w y X — +o
1
o f(x) L 1ex? 2t o
m=lim = lim =1 =——=-—
X>—0 X X—>—00 X—X2 X—>—00 1_1 0-1
X = y=-x-1 es asintota oblicua cuando x — —
2 +1
b=lim (f(x)—mx)=lim [1 X +XJ= lim =X~ lim X ——_1
X—>—00 x| 1—X x—-0]—X X—>—0 E—l
X
1
Cof(x) 1 2t o
m=lim =lim == T o1
X400 X X400 X 4+ X X—>+o0 L] 0+1
X 1 = y=x-1 es asintota oblicua cuando X — +o0
=-1
. . (14+% .o1- .
b=lim (f(x)—mx)=lim X |=tim 2= s fim X =1
X—>+0 x>+ | 14 X x>+ ] 4+ X Xt 1
—+1
X
Nos falta buscar los extremos relativos :
—x? 14 2x—x? . = 0
M;ZX si x<0 LZX:O (si x<0) > 1+2x-x"=0 — =12 >
(1-x) (1-x) x=1-2 <0

= f'(x)=0 —»

f'(x)=

XX +2x-1 . 2 _ =-1+42>0
agp x>0 X216 (5ix>0) > x+2x-1=0 - | #V2>
(1+x) (1+x) X==4J2 <0
2-2x)(1-x)" —(1+2x=x?)2(1-x)(-1
2 2PN

£7(x) = (1-x) R (1_ 2)>0 , Jen x=1-v2 y x=-1+2, f(x)
(2x+2)(1+x)2— x2+2x—1)2(1+x) f”(_1+ﬁ)>o tiene minimos relativos.

si x>0

(1+ x)4
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En x=0, f(x) es continua, pero no es derivable.
f'(0)=1>0 = f(x) es creciente cuando x — 0"

Como .

f/(0)=-1<0 = f(x) es decreciente cuando x — 0"

— en x=0, f(x) tiene un maximo relativo.

Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

Se considera la funcién f (X) —ax® +bx* +cx+d , encuentra los valores de los pardametros a, b, ¢, d para

L . . 1
que la funcién tenga un maximo relativo en el punto P| 1, E yseatangentealarecta Xx—y=1en x=0.

Solucion:

f(x)=ax’+bx’+cx+d — f'(x)=3ax’+2bx+c

1 1
. . . 1 f(1)== — a+b+c+d==
f (x) tiene un maximo relativo en el punto P|1,= | = 2 2

f'(1)=0 — 3a+2b+c=0

m=1— f'(0)=1 - c=1

f(x)estangentea x—y=1en x=0
) ’ ! - {EI punto de tangencia es (0,-1) —» f(0)=-1 —» d=-1

[ERN

b=> 2a-2b=-1
T o {3 oy TRV bzg
3a+2b=-1 a+eb=-

5x2 _ {f'(l):o

f (x):—2x3+—+x—1 ; comprobamos que en x =1tiene un maximo:
2 f"(x)=-12x+5 - f"(1)=-7<0
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Mayo 2021
Ejercicio 5. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

1—cos? 2x
Dada la funcién f( ) —_—
X

— (1 punto) Estudia la continuidad de f (X)

— (1,5 puntos) Prueba que f (X) alcanza el valor 3 en algin punto de su dominio

Solucion:

1-cos?2x . . . )
f(x)=—=— f (x) es cociente de funciones continuas — es continua salvo cuando x* =0
X

|imf(x)=|im1 COS*2X 5 . - 4C0S2X-SeN2x

x—0 x—0

2 lim 85en2x-sen2x+8c052x-c052x_4
X an 2X xeo 2

(£ se aplica la regla del L' Hopital )

f (0) no existe y Iirrg f(x)=4 = en x=0, f(x) presenta una discontinuidad evitable.
1-cos’® 2x si x20
Quiere decir que se podria definir f (0)=4 y tendriamos que f (x) X2 seria continua en todo R.

Tenemos que f (x) es continua en (-, 0)U(0, +o0) y que lim f (x)=4.

x—>0
Entonces, f (x) es continua en [ } y f(l

4) 3,68> f (1)=0,83 = el teorema de Darboux nos garantiza que f(x) toma

todos los valores comprendidos entre f G] y (1), al menos una vez, en el intervalo (i , 1} y como f G] >3> (1),

existe ¢ GG , 1) tal que f(c)=3.

Ejercicio 6. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

. 1 1
— (1 punto) Calcula lim| ———-——|.
=o( In(1+x) X

(1,5 puntos) Halla las dimensiones del rectdngulo de area maxima que puede inscribirse en el
semicirculo determinado por x*+y* =25, y>0.

Solucidn:
L L 1+x-1
lim 1 _l indeterminacion == lim x—In (1+ X) indeterminacién% A lim 1+ X _lim 1+ X _
=0l In(1+x) X 0| X-In(1+x) x>0 In(1+x)+i =0 (14 x)In(1+x)+x
1+X 1+X

. X A 1 1 1 A . o
=lim =lim = == = se aplica la regla del L' Hopital

x—0 (]_+ X)|n(]_+ X)+X x—0 In(l+x)+(1+X)‘$+l 0+1+1 2 ( )
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4
(x,y)
3 Lt
s
rd
s
2 5//
A y
1 //
£
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L X

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Tenemos el semicirculo de radio 5 y centro en (0,0) x*+y*=25 (y=>0)

Inscribimos un rectangulo de base=2x, altura=y = la funcién area sera A=2xy

x e y estan relacionados por ser las coordenadas de un punto de la circunferencia x° +y* =25 = y=+25-x" (y>0)

Ahora, el area es una funcién de x, A( 2x-25-x% de la gue buscamos su maximo:
_ 2(25—-x")—-2x _
N(x)=2v25 Xt +ox— 2%, A'(x):Q A’(x):M ;
2425-x2 25— x* \25-x?
52
X=——70:
' 2 2 5\/5 , , .
A(x)=0 — 50-4x*=0 — , veamos que cuando XzT el area es maxima.
X= (x es una medida)
-8 25 ¢ ~(50-axt). X 57 202, [25-2 ¢ 5
A"(x)= > N25-X <0 — si x="—=el area es maxima.
25—x 2 25 2
25—-—
2
x=& —> base=2x —> hase=1/5
Las dimensiones del rectangulo son:
2

y=+25-x’ 25—7 — altura= > =5—

N
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