Examen de Calculo Diferencial Curso 2001/2002
Opcion A

Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = el_"2 en los puntos de interseccidn con la recta

y=1.

Calculemos los cortes entre la recta y la curva :

=1 N =
{y e = 1=¢™ = 1-¥"=0 = {x : ; entonces los puntos son p, =(l,1) Y D, :(—l,l)
y=e" x=-1
las pendientes de las rectas tangentes a la curva en esos puntos serdn :
=1'(1 , , =f"(1)=-=2
{ml f'( ) , f(x) =™ = f'(x) =2x'™" = {ml f,( )
m, = f'(-1) m, = f'(-1)=2

La ecuacion de una recta en forma punto pendiente es y —y, = m(x —xo) , entonces las rectas pedidas son

s y=1==2(x-1) = 5= y+2x-3=0
n= y-1=2(x+1) = nr= py-2x-3=0

Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Calcula los limites siguientes:

I indeterminacion 0 [do
1 1 1 1 1

3 l e; A — x_z @x e; A — x_z x e; A
lim| x” [&* |=lim ——= (L' Hopital) = lim —— = lim —— = lim —— = lim——=
x-0" x-0" X x-0" —3x x-0" 3x x-0" —6x x-0" 6x

1
-2 - - 1
. —x Lér . er ) -
2 lim —— = lim = 400 nota: lim e* =0
x-0" —6x x-0" 6 x-0"

gx tgx tgx _
lim(izj =4 = 1nA=1n{1im(sz }zlim{ln(izj }hm[fgx[ﬂlnl—lnﬁ)]:nm 2Inx A
x-0\ x x-0\ x x—0 X ¥o0 S0 COng

—2
- 2
é(L'Ho”pital):lin3+:1ingmélingw=0 = Ind=0 = 4=1
X - X - X X -
sen’x
lmsenx[ﬂl—senx) B lmsenx[ﬂl—senx) —lim senx[ﬂl—senx) = i S _1
-2 cos’x 3 1—-sen’x xﬁg(l+senx)(1—senx) 2l senx 2
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Examen de Calculo Diferencial Curso 2001/2002

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 3 puntos)
» o mx*+nx+5 si x<lI
Calcula m, ny b para que la funcién definida de la forma: f(x) = cumpla las
3x+1 si x=21

hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-2, b], y determina el valor intermedio garantizado por el
teorema.

mx’ +nx+5 si x<1
x)=
f( ) {3x+1 si x21
Para que se cumplan las hipotesis del teorema de Rolle, f(x) debe ser continua en [—Z,b] , derivable en (—Z,b) y f(—Z) = f(b)
f(x), por ser polindmica, es siempre continua salvo en x =1. Imponemos que f(x) sea continua en x =1 = f(l) = lmllf(x)
lim f(x) =lim (3x+1) =4
! ! = m+n+5=4 = m+n+1=0

s(1)=4, timf(x) =

. —_ . 2 —
}{r?f(x)—}lgl(mx +nx+5)—m+n+5

f(x), por ser polinomica, es siempre derivable salvo en x =1. Imponemos que f(x) sea derivable en x =1 = f (1) =7 (1)

£1(1) A ()l A QTN () L S TR S S
B0 h h-0 h I 1 ho0
e SR =) m(1+h)2+n(l+h)+5—4_ . mh’+2mh+nh+m+n+1_ . mh’+2mh+nh _
£ = fim == = im p = fim p = i -
=1imM=}irg;(mh+2m+n)=2m+n

ho0 )3

m+n=-1 m=4 4x* =5x+5 si x<1
entonces 2m+n=3 = = = f(x):

2m+n=3 n=-5 3x+1 si x21
4b* -5hb+5 si —2<b<l

Ahora debe cumplirse f(—2) :f(b) = f(—2) =31 y f (b) = {3b+l b1
si b=

40’ =5b+5=31 = 4b’-5b-26=0 = b=<1 o %

3b+1=31 = b=10

Busquemos entonces x, D(—Z,IO) / f’(xo) =0

8x—-5 si x<1

I'(x)= {3

si x=21 = f(x)=0 = &-5=0 = xo:% que estd en (=2,10)

Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

. .z 3 2 —_
Se considera la ecuaciéon x” + Ax™ —2x =1.
a) Probarquesi A > 2, la ecuaciéon admite alguna solucion menor que 1.
b) Probar quesi A < 2, la ecuacién admite alguna solucion mayor que 1.

X +AX -2x=1 = X +Ax*-2x-1=0 ; sea la funcion f(x) =x +Ax"-2x-1, f(x) es una funcion siempre

continua, por ser polinomica y los puntos x, tales que f (xo) =0 son raices de la ecuacion.
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Examen de Calculo Diferencial Curso 2001/2002

a) Para A >2, f(x) es continua en [O,l] , con f(O) =-1<0 y f(l) =A-2>0, entonces, por el teorema de

Bolzano, [x,0(0,1) tal que f(x,)=0 = la ecuacion admite alguna solucién menor que 1.

b) Para0<A<2, f(x) es continua en [1,2] , con f(l) =A-2<0 y f(2) =41+3>0, entonces, por el teorema
de Bolzano, U, D(1,2) tal que f(xo) =0 = la ecuacion admite alguna solucion mayor que 1.
Para 1 <0, f(x) es continua en [1 s 2—/1] , Ccon f(l) =A-2<0 y f(2—/1) =(2—/1)3 +/1(2—/1)2 —2(2—/1)—1
f(2-2)=8-12A+6A =2 +4A1 =44 + 1’ =4 +21-1=2A* =61 +3>0 = por el teorema de Bolzano,

Clx, D(l , 2 —/1) tal que f(xo) =0 = la ecuacion admite alguna solucion mayor que 1.

Opcion B

Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 3 puntos)
Sea @ un numero real fijo. Probar que existe un Gnico numero real S > 0, que es solucion de la ecuacién

x+lnx=aqa.

a es un numero real fijo. La ecuacion x+Inx =a solo puede tener soluciones positivas, puesto

que Inx no esta definido para x <0.

Sea la funcion f(x) =x+Inx—a, supongamos que existen x,,x, R , con 0<x, <x,, tales que f(xl) = f(xz) =0

X, ¥ x, serdn entonces soluciones de la ecuacion x +Inx =a.

f(x) es continua en [x1 , xz] y derivable en (x,, x,) y ademds f(x,)= f(x,) = por el teorema de Rolle

OcO(x,, x,) tal que f'(c) =0.

f'(x) :1+l = f'(x) =0 = 1+l:0 = x=-1, por tanto ¢ =-1 = contradiccion puesto que
x x

0<x,<c<x, = la ecuacion no puede tener dos soluciones reales.
Veamos que la ecuacion tiene una solucion 5>0
Sia=1= x+lnx=1 = B=1 es solucion de la ecuacion.

Sia>1 = la funcion f(x)=x+lnx—a’ es continua en [1,0’] , f(1)=1—a'<0 y f(a’)=1na’>0 = por el
teorema de Bolzano D,B’D(l,a’) (1<,8<a) tal que f(ﬁ) =0 = OB >0 que es solucion de la ecuacion.

Si a<l = UalR,UO&e>01al que e+Ine-a<0, ya que limInx =-o
x-0

entonces f(x) =x+Inx—a es continua en [8,1] , f(é’) =&£+lne-a<0 y f(l) =1-a>0 = por el teorema
de Bolzano DﬁD(é‘,l) (O <e<f< 1) tal que f(ﬁ) =0 = OB >0 que es solucion de la ecuacion.
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Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

3x
-2

Supdngase que f es continua para todo numero real x, excepto para x = 6. Si g(x) = épara qué

valores de x puede asegurarse la continuidad de la funcién f o g?

f (x) es una funcion continua para todo numero real x, salvo para x = 6.

g(x)= 3x es continua O xO(=c0, 2)U (2, + o)

x—

(fog) (x) = f(g(x)) es continua en x = x, < g(x) es continua en X =X, y f(x) es continua en x = g(xo)
Por tanto la funcion (fo g) (x) no es continua en x = 2.

Veamos cuando g(x) =6 = % _ 6 = x=4, entonces f(x) no es continua en x = g(4) v la funcion

(_fog) (x) no es continua en x =4. Tenemos entonces que (fog) (x) es continua [x D(—oo , 2)U(2,4) U(4 , +00)

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 3 puntos)

Estudiese la derivabilidad de la funcién f(x) =x+ |1 - 1nx| y hdllese la ecuacion de la recta tangente a la
funcién en el punto x=2.

Dom f(x) = (0, + 00)
x+l-lnx si o<x<e
x)=x+{l-lnx| = (x)=
f( ) | | 'f( ) {x—1+lnx si x2e
f(x) es suma de funciones derivables = f(x) es derivable en todos los puntos de su dominio, salvo quizas en
el punto x =e.

Veamos si f(x) es derivable en x = e, para ello debe cumplirse que f' (e) =f. (e)

+

1
()= im fe+n)=r(e) Jim (e+h)+1-In(e+h)—e _ im h+1-In(e+h) , (1 Hopital) = limﬂﬂ—l
) h=0 h h-0 h h=0 1 e
1
- - - - 1+
1. (e) = lim f(e+h) f(e) =lim (e+h) 1+ln(e+h) € = lim h 1+ln(e+h) = (L'Hépital) = Jim —e -+ =1+l
ho0" h 0" h h-0" h heot ] e
1—l #z1 +l = f (e) z f! (e) = f(x) no es derivable en x = e (observar que f(x) si es continua en x = e)
e e
Calculemos ahora la recta tangente a f(x) en x =2,
Como 2<e = f(2)=2+1-In2 = f(2)=3-In2. Parax<e, f'(x) =1-1 7'(2) =%
X

Entonces la recta pedida es y—f(2):f'(2)[ﬂx—2) = y—(3—1n2):%(x—2) = y:§+2—ln2
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Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

Sea f  una funcidn continuay derivable tal que f(O) = 3. Calcular cuanto tiene que valer f(S) para
asegurar que en el intervalo [0,5] existe un ¢ tal que f'(c) =8.

f es una funcion continua y derivable = f sera continua en [0 , 5] y derivable en (0 , 5) = por el teorema del

valor medio de Lagrange, [lc D(O , 5) tal que f'(c) = w = 8= @ = f(S) =43
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